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Uber die Stabilitit des Guderleyschen kugeligen Verdichtungsstolles

Von Worr HAFELE

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 11 a, 183—186 [1956] ; eingegangen am 9. Januar 1956)

In einer fritheren Arbeit wurde ein Verfahren, das an dem Phinomen der Umkehrkanten an-
kniipft, beschrieben, mit dessen Hilfe die Stabilitdt des StoBwellentypus aus der Klasse der ebenen
Homologie-Losungen ermittelt wurde. Dasselbe Verfahren wird auf den Guperrevschen kugeligen
Verdichtungsstof3 angewendet. Es stellt sich heraus, daB in geniigender Nihe zum Kugelmittelpunkt
Stabilitat vorliegt. — Die Kenntnis der eben erwihnten Arbeit wird vorausgesetzt.

In der vorliegenden Arbeit soll die Frage beant-
wortet werden, inwieweit Verdichtungsstofle, die
von aullen nach innen auf ein Zentrum zulaufen,
um dort reflektiert wieder nach auflen zu gehen,
beim Einlauf in der Ndhe des Kugelmittelpunktes
den Typ der GuberLeyschen Losung ! annehmen. In
einer fritheren Arbeit des Verfassers? war eine dhn-
liche Frage untersucht worden. Wie es hier die Gu-
pErLEYsche Losung aus der Klasse der Homologie-
Losungen gibt, gibt es im ebenen Fall eine einzige
Homologie-Losung, die eine sich selbst iiberlassene
und deshalb langsamer werdende StoBfront dar-
stellt 3. Auch dort stellte sich die Frage, inwieweit
es sich dabei um einen Prototyp handelt, dem Stof}-
wellen von anderem Typ mehr und mehr zustreben.
Um diese Frage zu beantworten, wurde in der oben
zitierten Arbeit vom Verfasser an das Phédnomen
der Umkehrkanten angekniipft.

Dem Umstand entsprechend, dafi Umkehrkanten
mit Expansion in der Natur nicht auftreten kénnen,
weil sie zu Mehrdeutigkeiten fiithren, die nicht durch
einen Sto} abgefangen werden konnen, konnte eine
Gleichung gewonnen werden, die fiir Losungen, die
schon beinahe homolog sind, Aussagen iiber deren
weiteres Verhalten gestattet. Die dort abgeleiteten
Zusammenhénge werden hier auf die GupERLEY-
sche Homologie-Losung angewendet, wobei gewisse
Schwierigkeiten in Kauf genommen werden.

Die Frage nach der Stabilitit der GuberLEYschen
Losung ist bereits vor einigen Jahren* untersucht
worden. Dabei wurde die Methode kleiner Stérun-
gen angewendet und die entstehenden etwas um-
fangreichen Gleichungen mittels Larrace-Transfor-
mation gelost. Das Ergebnis war, dal} im allgemeinen
die GuperLeysche Losung stabil ist. Prof. Friep-

1 G. Gupertey, Luftfahrtforschg. 19, 302 [1942], S. 302 fi.
2 W. Hirere, Z. Naturforschg. 10a, 1017 [1955], im folgen-
den als B zitiert.

ricas, New York, forderte den Verfasser auf, die-
selbe Frage mit der Methode der verbotenen Um-
kehrkanten zu behandeln, um so eine Ergédnzung zu
schaffen. Das soll in dieser Arbeit geschehen. Wir
schlieBen direkt unter Bezugnahme auf bestimmte
Formeln an die oben zitierte Arbeit? des Verfassers
an und verstehen die hier vorliegende Arbeit als
Fortsetzung dieser Arbeit.

Der Ausdruck, aus dem das weitere Verhalten
einer nicht genau homologen Losung folgte, lautete

[s.B,1I(26)]
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w ist dabei die Stromungsgeschwindigkeit, a die

3 W. Hirere, Z. Naturforschg. 10 a, 1006 [1955].
4 Miss C.Morawerz, bisher noch unveroffentlichte master
thesis, Courantsches Institut, New York.
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Schallgeschwindigkeit und o die Dichte. z ist die
Ortskoordinate und ¢ die Zeit.

Beim Homologie-Ansatz ist n eine Konstante.
Dann gehen die Gréen v, u, o iber in

» <

Yy—>vg, MU—>Ug, O0—>0H.

Der Index H soll auf ,,Homologie* hindeuten.
» ist das Verhiltnis der spezifischen Warmen, ge-
mal} der GupeErLEYschen Arbeit soll gelten

x=1,4.

a ist ein ,Krimmungsmall“: a=0 ebener Fall,
a=1 zylindrischer Fall, a =2 kugeliger Fall.

Im ebenen Fall folgt aus (2), daB )R die einfache
Form

Ra=0 = —n'(v(x—-2) +2) 9)

annimmt.

Dieser Ausdruck stimmt bis auf den Faktor n’
mit dem letzten Klammerausdruck in (1) iiberein.
Das hat zur Folge, dal im ebenen Fall (1) die ein-
fache Form (10) annimmt:

B(t) s=R@_g (7(2) +n). (10)

Fiir n=const erkennt man aus (3), (5) und (6),
daB A(z) und y(¢) Null sind; ist n(z) mit ¢ nur
noch langsam verdnderlich, so sind f(¢) und y(¢)
klein. In (10) kann man daher y(z) gegeniiber n’
vernachlassigen, es bleibt nur das f(¢) in der Glei-
chung stehen. (In B konnten wir y(¢) mitnehmen
und den Ausdruck (y(t) +n’) exakt auf die loga-
rithmische Ableitung der Stoffrontgeschwindigkeit
zuriickfithren. Das ist aber eine Feinheit, die nicht
unbedingt erforderlich gewesen wire.)

Die Grofle () ist aber nun unmittelbar propor-
tional zu dn/dt, so daB (10) unmittelbar einen
Schluf} auf das Vorzeichen von dn/d¢ erlaubt, wenn
n noch nicht gleich n, ist, d. h. aber der Stromungs-
typ nicht ganz homolog ist. So konnte man in B
schnell die Stabilitat der ebenen Losung n=n, er-
schlieflen.

Ersichtlich ist dieses einfache Vorgehen daran ge-
bunden, dafl wir in (2) o =0 setzen diirfen. In dem
uns hier interessierenden GuperLey-Fall ist aber
a=2, wir miissen also etwas anders vorgehen. Das
Ziel bleibt das gleiche: Einen Ausdruck zu gewin-
nen, aus dem man das Vorzeichen von dn/d¢ ab-
lesen kann.

In der Guperreyvschen Arbeit ist wahrend des
Einlaufens der kugeligen StoBfront

t<0; dt>0. (11)
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Im Hinblick auf unseren Ausdruck (6) soll bei uns
gelten

t>0; di<O. (12)

Gl (1) ist am Punkte P; (GuperLey — Verfasser
Nomenklatur) zu bilden.
Dann gilt, wenn fast homologe Verhiltnisse vor-
liegen,
V=Vy= 0.66 ’
Mit %=1 wird aus (1)
Bt)ys+y(t) 1.6=0

oder, wenn wir (3) und (5) beriicksichtigen

%1s+(%—:—f)1,6=9{.

n=~ny=0,717.

(13)

Unter Benutzung von (6) folgt

(l_d_’")l,ezl,ﬁn’(ni —1)+1.6/‘.d_"(l +lnt).
n de \ ¢ dt \n

Damit erhalt Gl. (1) bei uns die Form

dn , 1 ' s (nk o«
5/.<s+1,6(;+1n4)) + 167 (7_1>_3¢. (14)
In Gl (14) haben wir es mit drei kleinen Termen
zu tun, wenn n gegen n, geht und dabei immer
mehr konstant wird, namlich:

dn/dt (15), X (16), nift—1. (17)

Im ebenen Fall konkurrierten nur die Terme (15)
und (16) untereinander, hier tritt der Term (17)
hinzu. Das entspricht vollig dem mit a behafteten
dritten Term der Hodographengleichung [s. B, I
(15)]
dut +4%%—0.
oa 4

x

Wir wollen (17) so umformen, daB die GroBe dn/dt
als Faktor auftritt. Dazu setzen wir

nAft—1=H/t". (18)

Dann gilt fiir H die Gleichung

(]
H=[n(x) 7@~ 1dr— . (19)
0

Differenzieren wir H und integrieren dann wieder,
so folgt

¢
dn _,
—H= [Reinde, (20)
0
Zwar ist jetzt dn/dt noch nicht allgemeiner Faktor,
aber doch bereits Faktor eines Integranden. Wir

werden im folgenden (voriibergehend) setzen

n=ny+e(2) (21)
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und ¢ als bereits klein gegeniiber n, betrachten, so
daf} schon gelten soll

=, (22)

Dann kann man (20) fortgesetzt partiell integrieren
und erhalt:

H 1 de [l 1 }
= L llnt— ¢
tno ne+1 dt n.,-l-l
2
— L 7—9_‘5[lnt—;—LJt2
(ny+1) (ng+2) de* ne+1 ng+2
1 d3e
— - — 23
T D) (0 +2) (n+3) a8 (23)
1 1 1
“|lnt— = = B— ...
= ng+1  nyg+2 n0+3} *
zusammengefallt
o A

— E_ — = Aﬂ,_(}ﬁ Int _,L,
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7S 4 p=1

= (23 a)

Inz .
e | deo| T (ng+1)

I] (e+») & vy
r=1

1 1 doe

.[n,+2 dr.

Falls <1 ist (wir kommen noch auf diesen Punkt

zuriick) und die Funktion &(z), d. h. aber n(z) ge-

niigend glatt ist, wird man in (23) damit auskom-

men, allein das erste Glied zu berticksichtigen.
Dann gilt

1 dn 1
7_1~_n0+1d—z n°+1}' ()

Wir haben statt de/d¢ wieder dn/d: geschrieben.
Ebenso gilt jetzt

;,%t/n. (25)
Mit (24) und (25) folgt aus (14)
dn s 1,6 1.6(n") 1,6 (n')
ol | el Int }— %Int g
a [nﬁno ("0+ ) D) T (g
—g(n ng)
dn o

wobei wir die kleine GroBe ) an ihrer Nullstelle
bei n = n, entwickelt haben. Wir kiirzen ab

Bet=9 (n—ny), (26)

_ (diR/dn) % =i (27)
1.6 () , (1.6 1,6 (@),
—+n,,+(nm-1)2+(n° no+l)1nt

Wenn wir uns nun noch iiber das Vorzeichen von
(27) klar werden, haben wir in (26) einen Aus-
druck, aus dem stabiles bzw. instabiles Verhalten
abgelesen werden kann.
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Wir wenden uns also der Gl. (27) zu
Aus (13) und (7) folgt:
(n)g= —0,393. (28)

s war mit (4) definiert. Entsprechend der Vor-
aussetzung C in B und gemidll dem dort angefiihr-
ten Gedankengang ersetzen wir die in s auftreten-
den Ableitungen 3v/3n, Qu/On, Olno/Sn durch
die Ableitungen, die wir aus dem Richtungsfeld der
Homologie-Losungen fiir a =2 gewinnen kénnen.

Dazu wurde der Guperievsche Losungstyp fir

die Werte

n=0,712 und n=0,722
numerisch integriert. Es ergab sich:
dmon __ OvH__ Qun __ _
-5 44, 5, = 2.2, an 0,16 .
(29)

Bilden wir nun die GréBe s, so setzt sie sich genau
wie in B aus Termen mit gleichen Vorzeichen zu-
sammen. Wir erhalten
~-49. (30)
Die GroBe dJi/dn erhalten wir, indem wir bilden:
dR_ 3R 3 3R
dn O» On On-*
Unter Verwendung von (2), (13), (28) und (29)
erhalten wir:
dR/dn~ —44. (31)
Somit gilt

9= —44/(-39+26Int). (32)

Beschranken wir uns jetzt auf den Fall 1<1, so
werden alle im Nenner von (32) auftretenden Gro-
Ben einerlei Vorzeichens und es gilt sicher

3>0. (33)
Wir diskutieren (26) unter Beachtung von (33).
Ist n>nq, so folgt aus (26)
dn/dt>0.
Nun ist aber bei uns dt<0 (s. 12), also gilt:
dn<O0.

Das heifit aber, dafl n gegen n, strebt. Das Gleiche
ergibt sich naturgemal} fir n>n,.

Auf ein Zentrum zulaufende noch nicht homologe
StoBwellentypen gehen also gegen die GuperLEYsche
Losung.

Wir machen uns klar, was fiir Voraussetzungen
wir machen mufiten.

1. t<l.
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Die Grofle ¢ ist dimensionslos, bei jeder Anwen-
dung auf irgend einen konkreten Fall muB man
aus den Anfangsbedingungen einen ZeitmaBstab er-
mitteln. In diesem MaBstab ist dann t<1 zu for-
dern, um zu einer Aussage kommen zu koénnen. Geht
man geniigend nahe an den Kugelmittelpunkt heran,
so ist die Forderung ¢t<1 immer zu befriedigen.
Allgemein kann man also nur sagen, daf} die Schluf3-
weise in geniigender Ndhe zum Mittelpunkt erlaubt
ist. Ist £>1, so kann man aus (32) nicht etwa auf
Instabilitat schlieBen, denn dann kann man nicht so

ohne weiteres in (23) nach dem ersten Gliede ab-

brechen. Man kann dann auf so einfache Art und
Weise zu gar keinem Schlufl kommen. In &hnlicher
Weise beschrankte GuperLEy seine Losung auf die
Néhe zum Kugelmittelpunkt. Diesen Zug finden wir
bei der Untersuchung der Stabilitdt der ebenen Lo-
sung nicht (Arbeit B), was nur natiirlich ist, denn
dort gibt es keinen ausgezeichneten Weltpunkt (z, ¢)

W. BINGEL

(in der Hodographengleichung kommt durch das
Glied mit a eben die Zeit hinein und Gl. (1) ist ja
die Hodographengleichung am Punkt Py).

2. Wir muflten geniligende Glattheit der Funktion
n(t) fordern, um in (23) nach dem ersten Gliede
abbrechen zu konnen.

Auller diesen beiden Voraussetzungen gelten na-
tirlich die Voraussetzungen A, B und C, ohne die
die Methode der verbotenen Umkehrkanten nicht
anwendbar ist. —

Es versteht sich von selbst, daB die gleichen Uber-
legungen auf den Fall =1 anwendbar sind.

Herrn Prof. v. Wemzsicker, Gottingen, und Herrn
Prof. Friepricus, New York, danke ich sehr fiir die
Anregung zu dieser Arbeit und viele hilfreiche Diskus-
sionen, die hdufig auf den Arbeitskreis um Prof. v.
Weizsicker erweitert wurden. Herrn Prof. Biermanx
danke ich fiir die Moglichkeit, die Gottinger elektro-
nische Rechenmaschine G 1 benutzen zu diirfen.

Bemerkungen zur Berechnung von Molekiilintegralen
bei kleinem Kernabstand Il

Von W. BinGeL

Aus der Forschungsstelle fiir Spektroskopie in der Max-Planck-Gesellschaft, Hechingen
(Z. Naturforschg. 11 a, 186—192 [1956] ; eingegangen am 22. Dezember 1955)

Die in einer friiheren Arbeit! gegebene Darstellung der Ubergangsintegrale K4 durch die Hilfs-
funktionen Cy(0) wird auf den Fall erweitert, dal das Atom b nicht auf der Polarachse der Ein-
elektronenfunktionen v, des Atoms a liegt. Die hier gegebene Darstellung gestattet es, Summen von
Integralen dieser Art iiber die AuBenatome B eines mehratomigen Molekiils oder Komplexions vom

Typ AB, einfach zu berechnen.

Alle quantenmechanischen Berechnungen der Elek-
tronenstruktur von Atomen, Molekiilen und Kristal-
len erfordern zu ihrer numerischen Durchfithrung
die Kenntnis einer Anzahl von Integralen (Couroms-,
Austausch-, Ubergangsintegrale usw.). Diese iiber
den gesamten Raum erstreckten Integrale sind Funk-
tionen der effektiven Kernladungen der verwendeten
Einelektronenfunktionen ya (AQO’s = atomic orbitals)
und auBerdem — bei den Molekiilen und Kristall-
gittern — der Kernkoordinaten. Eines dieser Inte-
grale ist das Ubergangsintegral (nuclear attraction
integral)

Kap(R) = [ 202 g, 1)
. b1
(in atomaren Einheiten),

1 W. Bixcer, Z. Naturforschg. 11a, 85 [1956] ; im folgenden
mit I bezeichnet.

das die potentielle Energie der Ladungsverteilung
aq(1) *ap(1l) um das Atom a im Couroms-Feld einer
Punktladung beim Atom b darstellt. Dabei ist R der
Abstand der Atome a und b, r,; der Abstand des
Integrationspunktes 1 vom Atom b. @. und as sind
AO’s des Atoms a, wo der Index die verschiede-
nen moglichen Werte der Quantenzahlen n,l, m
kennzeichnet.

Fir die Einelektronenfunktionen . wird fast
ausschlieBlich eine spezielle, von StaTer eingefiihrte
Funktionenfamilie benutzt (Srater-AO’s)2. Die
Ubergangsintegrale (1) werden im allgemeinen
durch Einfithren elliptischer Koordinaten &, mit
den Zentren in a und b ausgewertet. Sie lassen sich
dann durch gewisse Hilfsfunktionen 4, (0) darstel-

2 Fiir eine Zusammenstellung der Stater-AO’s und ihrer
Eigenschaften siehe z. B. W. Buwcer, Z. Naturforschg. 9a.
675 [1954].



